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Rozwazany problem

Jaki jest matematyczny opis transportu przez membrane
pdtprzepuszczalng, czyli selektywna bariere, ktéra przepuszcza niektére
rodzaje czastek a zatrzymuje inne?

Rysunek pobrany z https://en.wikipedia.org/wiki/Semipermeable_membrane



Rodzaje membran

Podstawowa klasyfikacja membran

Wyréznia sie dwa typy membran:

@ membrany biologiczne - membrany wystepujace naturalnie w
przyrodzie (np. w komérkach). Wszystkie procesy transportu masy
pomiedzy komoérka a jej otoczeniem zachodza wytacznie przez btony
komorkowe.

@ membrany syntetyczne - wytwarzane sztucznie z materiatéw
organicznych lub nieorganicznych.

=

7: Molecular transport through membranes

Figure
can be described by: (a) Pore-flow or (b) Solution-
diffusion (Baker. 2004). (Reproduced with permission
from John Wiley and Sons)



Podstawy teoretyczne

Podstawowe elementy

Teoria termodynamicznego transportu opiera sie na dwéch podstawowych
elementach:

@ réwnaniach zachowania (bilansu) rozwazanej zmiennej fizycznej, np.
o substancji,
o energii,
@ momentu
@ zaleznosciach termodynamicznych pomiedzy przeptywami a sitami
odpowiedzialnymi za ruch danych wielkosci, np.
o gradienty cisnienia,
o gradienty stezenia,
o gradienty temperatury




Podstawy teoretyczne

Podstawowe réwnanie bilansu

Zmiana gestosci (a) zmiennej fizycznej A zalezy of przeptywu tej
wielkosci (ja) oraz wytwarzaniu/zanikaniu w zrédle/zlewie ga, co wyraza
sie poprzez
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Modelowanie transportu

Modelowanie transportu polega na poprawnym okresleniu funkcji ja i ga.




Modelowanie transportu przez membrane pfaska

Wstepne zatozenia upraszczajace

@ Rozwazamy transport w kierunku prostopadtym do membrany
(przechodzimy z opisu 3D na 1D).

e Pomijamy wszelkie zrédta/zlewy dla rozpuszczalnika (wody) oraz
rozwazanej substancji.

@ Bez straty ogélnosci rozwazamy transport tylko jednego typu czastki.

Membrana
potprzepuszczalna

Fazal Faza 2

stezenie cy(t,x) stezenie c,(t,x)

Musimy zdefiniowac przeptywy dla rozpuszczalnika (wody) oraz
badanej substancji.



Okreslenie przeptywow

Przeptyw dla rozpuszczalnika (wody) opisujemy w nastepujacy sposéb
. dP dc
Jv = 7)\p (dx — JRde) y
gdzie
@ )\, — wspbtczynnik filtracji membrany (ang. hydraulic conductivity).
Wielko$¢ charakteryzujaca zdolnos$¢ przesaczania wody.
@ P — to cisnienie hydrostatyczne.

@ o — wspbtczynnik odbicia Staverman’a (ang. Staverman reflection
coefficient). Wielko$¢ charakteryzujaca jak duza cze$¢ czastek
zostaje odbita.

@ R — stata gazowa.
@ T — temperatura

Uwaga. Drugi czton w réwnaniu opisuje przeptyw na skutek gradientu

ci$nienia osmotycznego zwigzanego z gradientem stezenia rozwazanej
substancji.



Okreslenie przeptywow

Przeptyw dla rozwazanej substancji opisujemy w nastepujacy sposéb

. dc .
Js = _w& + (1 - U)JVC;

gdzie
@ ¢ — stezenie rozwazanej substancji.

@ w — przenikalno$¢ dyfuzyjna dla rozwazanej substancji (ang.
diffusive pearmability).

Uwaga. W réwnaniu wyréznione sa dwa cztony:
@ pierwszy to czton dyfuzyjny substancji.

@ drugi to czton konwekcyjny.



Obliczanie Srednich przeptywdéw przez membrane

o Zatézmy dalej, ze lokalne parametry transportu o,w and A, s3 takie
same w kazdym miejscu membrany.

@ Zatézmy dodatkowo, ze uktad znajduje my si¢ w stanie ustalonym.

@ Z powyzszego zatozenia wynika, ze j, oraz js s state w obrebie catej
membrany.

Zadanie

Naszym zadaniem jest wyznaczenie przeptywodw j, oraz js w zaleznosci od
przytozonych wartosci na brzegach membrany.




Wyznaczenie j, oraz js

Odcatkowujac réwnanie opisujace j, otrzymujemy

)
1
Je= 3 /jvdx = L,(AP — 0RTAc)

0

gdzie L, = \,/6, AP = P(0) — P(6) oraz Ac = ¢(0) — ¢(6). Zatem
mozemy wyznaczy¢ przeptyw rozpuszczalnika na podstawie danych
brzegowych i parametréw.

Postepujac analogicznie dla réwnania opisujacego js otrzymujemy

)
's*%/ dx = PyAc + (1 —0)j,C

5
gdzie Py = w/0 oraz € = %f c(x)dx to $rednie stezenie substancji w

membranie. Pozostaje Wyznaczyc C.



Wyznaczenie j, oraz js

Réwnanie na js to tak naprawde réwnanie rézniczkowe zwyczajne
opisujace zmiany stezenia ¢ w przestrzeni

dc . .
i —Js/w+ (1 —0)j,c/w.

ktére ma nastepujace rozwigzanie
c(x) =7+ (c(0) = 7) exp ((1 — o)jux/w)

gdzie v = js/((1 — o)jv).



Wyznaczenie j, oraz js

Woyrazmy funkcje c(x) przy pomocy stezeri na lewym c¢(0) oraz prawym
c(d) brzegu membrany. W tym celu wyznaczmy v na podstawie c(¢)
c(9) — c(0)exp(Pe)

1 — exp(Pe)

’7:

gdzie P. = (1 — 0)j, /Py to liczba Peclet'a okreslajgca stosunek wktadu
konwekcyjnego do dyfuzyjnego.

Ostatecznie otrzymujemy nastepujacy wzoér opisujacy stezenie substancji
w membranie

1 —exp(Pe-x/d) exp(Pe - x/J§) — exp(Pe)
) = 1 — exp(Pe) <(®) 1 — exp(Pe) <(0),




Wyznaczenie j, oraz js

Zatem Srednie stezenie substancji
¢=(1-f)c(0) + fc(8)
gdzie

ro 1
Pe exp(Pe)—1

Ostatecznie otrzymujemy

1 — (c(0)/c(0) exp(—Pe))
1 — exp(—Pe)

Js = (1 = 0)juc(0)



Implementacja liczenia przeptywoéw

%ustalanie wartosci

parametrow

params.delta = 0.1; Y%grubosc membrany
params.lambdap = 1; %wpsolczynnik filtracji
params.sigma = 0.5; %wspolczynnik odbicia
params.RT = 1; %stala gazowa * temperatura
params.omega = 1; %przenikalnosc dyfuzyjna
Jhustalanie wartosci brzegowych
wartosciBrzegowe.PO = 1;

wartosciBrzegowe.P1 = 1;

wartosciBrzegowe.CO = 1;

wartosciBrzegowe.Cl = 0;

[jv, js] = obliczPrzeplywy(params, wartosciBrzegowe) ;



Implementacja liczenia przeptywoéw

function [jv, js] = obliczPrzeplywy(params, wartosciBrzegowe)

%obliczanie przeplywu rozpuszczalnika

jv = params.lambdap/params.delta*(wartosciBrzegowe.PO-wartosciBrzegowe.P1 -
params.sigma*params.RT*(wartosciBrzegowe.CO-wartosciBrzegowe.C1)) ;
%obliczanie exponenty liczby Pecleta

ePe = exp(-liczbaPecleta(params, jv));

%sotsunek stezen brzegowych

cD = wartosciBrzegowe.Cl/wartosciBrzegowe.CO;

js = (1-params.sigma)*jv*wartosciBrzegowe.COx(1-cD*ePe)/(1-ePe);

end

%funkcja liczaca liczbe Pecleta

function Pe = liczbaPecleta(params, jv)

Pe = (1-params.sigma)*jv/(params.omega/params.delta);
end



Rysowanie przyktadowej zaleznosci od wspétczynnika

odbicia

sigmaMesh = linspace(0,1,20);

out = zeros(2,20);

for i = 1:20

params.sigma = sigmaMesh(i);

[out(1,i), out(2,i)] = obliczPrzeplywy(params, wartosciBrzegowe)
end

figure(1)

clf

plot(sigmaMesh, out);
legend({’j_v’,’j_s’}H)
xlabel(’sigma’)



Przyktadowa zaleznos$¢ przeptywéw od

odbicia

wspotczynnika
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Wyznaczanie wspotczynnikéw transportowych

Przenikalno$¢ dyfuzyjna

Przenikalno$¢ dyfuzyjnag w mozna wyznaczy¢ w stosunkowo prostych
eksperymentach dyfuzyjnych.

Wspotczynnik odbicia

Wspotczynnik odbicia ¢ mozna wyznaczy¢ na drodze eksperymentu
izolowanej ultrafiltracji, podczas ktérego zbiera sie na biezaco ultrafiltrat
po prawej stronie (x = §) membrany.

W ten sposéb przeptyw js = j, c(d) oraz korzystajac z wczesniej
wyprowadzonego wzoru na przeptyw js otrzymujemy
1 — exp(—Pe)

OB 1+ exp(—Pe)




Przeptywy w przypadku czysto dyfuzyjnym

Jedli zatozymy, ze j, = 0 to opis przeptywu substancji upraszcza sie do
js = PdAC

z liniowym profilem stezenia wewnatrz membrany

c(x) = <(0) — (<(0) ~ <(3))5-

Srednie stezenie w membranie wynosi wtedy

c(0) + c(9)
2

E:

czyli f = 0.5 we wczesdniej wyprowadzonym wzorze.



Membrany kapilarne

Upraszczajace zatozenie

W przypadku modelowania jednorodnych membran kapilarnych zaktada
sie zwykle symetrie osiowa (réwniez dla warunkéw brzegowych).

Pomija sie rowniez przeptywy wzdtuz membrany.

Przy powyzszych zatozeniach przeptywy przez membrane kapilarng
opisane sg przy pomocy réwnan

Jo ==X <dP - o—RTdC> ,

dr dr
oraz d
. (o .
Js =t (1-o0)jc,

gdzie parametry zdefiniowane s3 tak jak w przypadku ptaskiej membrany.



Membrany kapilarne

Tak jak poprzednio chcemy rozwazaé stan ustalony transportu, czyli
catkowity przeptyw przez okrag o promieniu r musi by¢ ten sam dla
kazdego ri, < r < royt

Jtot = 2mrj(r) = const

Tym razem w rozwazaniach otrzymujemy uktad réwnan rézniczkowych
zwyczajnych ze zmiennymi wspdétczynnikami

. d(P—-0oRTc

Jtot,v = —)\pzﬁf%
oraz

. dc .
JtOt,S = *Q)QWI‘E + (1 — U)jtot’vc .



Membrany kapilarne

Postepujac analogicznie jak w przypadku ptaskiej membrany (rachunki s3
duzo bardziej skomplikowane) otrzymujemy nastepujace réwnanie na
catkowity przeptyw rozpuszczalnika

.jtot,v = Lrp (Pin — Pex — URT(Cin - Cex)) y
gdzie Ly = 2mrmAp/0 oraz rp = (fex — rin)/(In rex — Inrip).

Dla przeptywu substancji otrzymujemy wzér

1 — (Cex/Cin) exp(—Pec)

.jtot,s = (1 - U)jtot,vcin 1— exp(—PeC) 5
gdzie podobnie jak poprzednio
1—-o0)j,
Pe. = A=l .
w/r



Membrany niejednorodne

@ Zatézmy, ze rozwazana membrana skfada sie z N obszaréw o
roznych charakterystykach transportu.

@ Kazdy z tych obszaréw zajmuje pewna cze$¢ membrany «; gdzie
i=1,..N.

N
o Oczywiscie Y a; = 1.
i=1

o Kazdy obszar ma zdefiniowane przeptywy j, ; oraz js ; opisane, jak
poprzednio, parametrami L, ;, P;, o;.

Bezposrednio z definicji mamy, ze

N N
jv = § O‘i_jv,iv js = § O‘i_js,i
i=1 i=1



Membrany niejednorodne

Jesli zatozymy, ze warunki na brzegach membrany sa takie same dla
kazdego z rozwazanych obszaréw, to mozemy przeptyw przez membrane
opisaé korzystajac z réwnan dla membrany jednorodnej z nastepujacymi
wspotczynnikami:

N N
LP:ZCV,'LP’,', P:ZQ;P,-
i=1 i=1

N N
> ajoily Sai(l—oi)ji
i=1 '
Ly Jv
N
>oai(l—ai)j.ifi
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