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Wstepne proste zagadnienie

Rozwazmy populacje N osobnikéw zyjacych na odcinku (mozemy sobie
wyobraza¢ bardzo cienka rurke).

Podzielmy rozwazany odcinek na elementy o dtugosci Ax.
Zatézmy, ze osobnik znajdujacy sie w chwili t w segmencie

[x, x + Ax) moze sie przemiesci¢ w przedziale czasu o dtugosci At
do segmentu na lewo, na prawo, albo pozosta¢ w tym samym
segmencie.

Zatézmy dalej, ze prawdopodobienstwa przemieszczenia sie na lewo
lub na prawo s3 réwne i wynosza p.

Zatdézmy, ze w chwili ty wszystkie osobniki znajduja se w Srodkowym
segmencie.

Zatézmy, ze osobnik znajdujacy sie w krancowym segmencie nie
"odbija sie”, czyli prawdopodobienstwo opuszczenia tego segmentu
wynosi p.

Pytanie: Jak bedzie sie zmieniat w czasie przestrzenny rozktad
osobnikéw?



Rozwazany uktad mozna oczywiscie symulowac

#definiowanie parametrow symulacji
liczbaOsobnikow = 1000;

liczbaPrzedzialow = 20;

PW = 0.2; #praudopodobienstwo wyjscia
liczbaKrokow = 200;

stanObecny = zeros(1,liczbaPrzedzialow);
stanObecny (round(end/2)) = liczbaOsobnikow;

#symulowanie
for i = 1:liczbaKrokow
#generowanie nastepnego stanu
stanNastepny = zeros(1,liczbaPrzedzialow);
for j = 1:liczbaPrzedzialow
if stanObecny(j) > O #jesli w danym przedziale sa osobniki
W = rand(1,stanObecny(j));
stanNastepny(j) = stanNastepny(j) + sum(W > pW); #te osobniki zostaja
if j>1 && j<liczbaPrzedzialow
stanNastepny(j-1) = stanNastepny(j-1) + sum(W < pW/2);
stanNastepny(j+1) = stanNastepny(j+1) + sum(W > pW/2 & W < pW);
elseif j ==
stanNastepny(j+1) = stanNastepny(j+1) + sum(W < pW/2);
stanNastepny(j) = stanNastepny(j) + sum(W > pW/2 & W < pW); #te osobniki zostaja
else
stanNastepny(j-1) = stanNastepny(j-1) + sum(W < pW/2);
stanNastepny(j) = stanNastepny(j) + sum(W > pW/2 & W < pW); #te osobniki zostaja

stanObecny = stanNastepny;
end



Wyniki przyktadowej symulacji
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Rozwazany uktad mozna tez przyblizy¢ opisem ciggtym

Rozwazmy ten sam ruch osobnikéw ale tym razem w obrebie catej
prostej, czyli mamy nieskonczenie wiele segmentéw o dtugosci Ax.

Niech a(t, x) oznacza liczbe osobnikéw w chwili t znajdujacych sie w
segmencie [x, x + Ax].

Mozemy w prosty sposéb wypisaé réwnanie opisujace jak bedzie wygladaé
rozklad populacji po uptywie czasu At:
a(t + At,x) = a(t, x) + pa(t,x — Ax) — 2pa(t, x) + pa(t, x + Ax)

gdzie pierwszy czton to obecna liczba osobnikéw w danym segmencie,
drugi to naptyw osobnikéw z lewego segmentu, trzeci to odptyw
osobnikéw z danego segmentu, a czwarty to naptyw osobnikéw z prawego
segmentu.



Rozwazany uktad mozna tez przyblizy¢ opisem ciggtym

Mozemy wykorzystaé rozwiniecie w szereg Taylora zaréwno wzgledem
przestrzeni (Ax) jak i czasu (At) otrzymujac

a(t+At,x) = a(t,x) + 2L A 4 1820 (Np)2 4
a(t,x + Ax) = a(t,x) + 2D Ax %%(Ax)2 +

Wstawiajac powyzsze rozwiniecia do réwnania na a(t + At, x) z
poprzedniego slajdu oraz zaktadajac p = 1/2 otrzymujemy

1 9%a(t, x)

da(t, x) 1 0%a(t, x
—2At+ =
2 9x2

5y > o (AX)2 + ...

)(At)2 —



Rozwazany uktad mozna tez przyblizy¢ opisem ciggtym

da(t, x) 1 9%a(t, x) ,  10%a(t,x) )
At+ - ——+ =-———(A
ot T o (A1) 2 0x? (Bx)"+
Dzielac powyzsze réwnanie przez At, przechodzac do granicy At — 0 i

Ax — 0 w taki sposéb, ze (2AAX22 = D dostajemy réwnanie dyfuzji

Wstawiajac powyzsze rozwiniecia do réwnania na a(t + At, x) z
poprzedniego slajdu otrzymujemy :

Jednowymiarowe réwnanie dyfuzji

0s_ s
ot ox?’




Inne wyprowadzenie réwnania dyfuzji

Zatbézmy, ze mamy bardzo waska rurke o dtugosci L i przekroju S, wzdtuz
ktdrej przemieszcza sie pewna substancja A.

Rurka jest na tyle waska, ze ruch czasteczek odbywa sie tylko wzdtuz niej.
Niech stezenie czasteczek tej substancji w chwili t w miejscu x wynosi
A(t,x) i zatézmy, ze A jest dostatecznie gtadka funkcja obu zmiennych

(aby méc spokojnie rézniczkowac).

Z punktem x zwigzujemy wycinek rurki (x, x + Ax) o objetosci
AV = SAx.

Zmiana stezenia substancji A w tym wycinku nastepuje wyniku przeptywu
— mamy z jednej strony naptyw do wycinka, z drugiej odptyw z niego.



Inne wyprowadzenie réwnania dyfuzji

Zgodnie z prawem Ficka masa substancji przeptywajaca przez waski

przekréj w ciagu krétkiego przedziatu czasu (t,t + At) jest

proporcjonalna do gradientu stezenia (w naszym jednowymiarowym

przypadku do %), dtugosci przedziatu czasu i pola przekroju rurki, zatem
O0A(t, x)

Q= DS At

w punkcie x oraz

OA(t,x + Ax)At

Qx+Ax = DS Ox

w punkcie Ax.



Inne wyprowadzenie réwnania dyfuzji

Zatem zmiana masy w objetosci AV wynosi AQ = Qxiax — Qx, czyli
zmiana stezenia substancji w wycinku wyraza sie wzorem

OA(tx+Ax) DA (tx) OA(tx+AX)  DA(tX)
AiQ _ ( Ix ) bsat -D Ox T ox At.

AM=2y = SAx Ax

Stad, przechodzac do granicy Ax — 0 oraz At — 0 dostajemy

0A O%A
2t~ Pa (1)

czyli jednowymiarowe réwnanie dyfuzji.



Dyfuzja w wielu wymiarach

W ogdlnym przypadku réwnanie dyfuzji ma postaé

0A
— = DAA
ot ’

gdzie

n

0?A
i=1

n oznacza wymiar przestrzeni (w przypadku proceséw obserwowanych w
naturze mamy n = 1,2 lub 3) i A nazywamy operatorem Laplace'a lub
krocej laplasjanem, a D > 0 — wspdfczynnikiem dyfuzji.



Rozwigzanie fundamentalne

Rozwazmy warunek poczatkowy w przypadku jednowymiarowym
A(0, x) = 6(x),

gdzie ¢ to jednowymiarowa delta Diraca. Powyzszy warunek oznacza
wprowadzenie pewnej iloéci badanej substancji w punkcie x = 0.

Mozna pokazaé, ze rozwigzaniem tego zagadnienia poczatkowego jest
funkcja
1 x2
Alt,x) = ——— exp (_>
(t.%) VAar Dt 4Dt
ktére nazywamy rozwiazaniem fundamentalnym.

Ogodlniej, jesli rozwazamy dyfuzje w przestrzeni n-wymiarowej z
warunkiem poczatkowym d(x) = Md(x;), x = (x1, %2, ..., Xn), to
rozwigzanie fundamentalne ma postac

A(t x)—éex fﬁ
" (4nDt)n/? P\ 4Dt )"



Réwnanie dyfuzji w obszarze ograniczonym

W zastosowaniach réwnanie dyfuzji rozwaza si¢ w pewnym ograniczonym
obszarze Q z okre$lonym brzegiem Q.

Aby rozwiazac réwnanie dyfuzji musimy zada¢ warunek poczatkowy, czyli
A(to, x) = f(x)
oraz okresli¢ co sie dzieje z badana substancja na brzegu obszaru.

Najczesciej rozwazane zagadnienia brzegowe to:

@ zagadnienie Dirichleta, czyli

A(t, x)|xena = g(x)
@ zagadnienie von Neumana, czyli

OA(t, x
LX), o = 8()



Numeryczne rozwigzywanie jednowymiarowego réwnania

dyfuzji

W przypadku rozwigzywania réwnan rézniczkowych czastkowych musimy
okresli jaki bedzie dyskretny krok czasowy At oraz jak gesto bedziemy
przybliza¢ dany odcinek Ax (dokonujemy dyskretyzacji czasu i
przestrzeni).

Pierwsza pochodng po czasie mozemy przyblizaé przy pomocy schematu
réznicowego
OA(t,x) At + At,x) — A(t, x)
ot At
natomiast druga pochodna po przestrzeni przy pomocy wzoru

5?27A At x + Ax) = 2A(t, x) + A(t, x — Ax)
ox2 Ax?




Numeryczne rozwigzywanie jednowymiarowego réwnania

dyfuzji

Wykorzystujac wzory z poprzedniego slajdu, przyblizone rozwigzanie
réwnania dyfuzji bedzie okres$lone przy pomocy nastepujacego zwigzku
rekurencyjnego

A(tj, xi+1) — 2A(t, xi) + AL, xi-1)
Ax?

A(tj+1,X,') = A(tj7X,') + DAt

Powyzszy schemat numeryczny musi zostaé¢ uzupetniony o zdefiniowanie
zachowania na brzegu.

Uzeupelnienie schematu jest oczywiste w przypadku warunku Dirichleta.
W przypadku warunku von Neumana musimy wykorzyta¢ wzér na
przyblizenie pierwszej pochodnej, tak jak w przypadku pochodnej po
czasie.



Implementacja schematu numerycznego

Przy zatozeniu zagadnienia brzegowego von Neumana z g(x) =0
implementacja schematu to:

#definiowanie parametrow symulacji
D = 1; #wspolczynnik dyfuzji

dt = 0.01; #krok czasowy

dx = 1; #krok przestrzenny

Ndx = 20; #liczba punktéw na siatce
T = 100; #czas

#warunek poczatkowy
stanObecny = zeros(1,Ndx);
stanObecny (round (Ndx/2)) = 1;

#rozviazywanie
for i = 1:T/dt

#obliczanie nastepnego stanu
stanNastepny = zeros(1,Ndx);
for j = 2:Ndx-1
stanNastepny(j) = stanObecny(j)+D*dt*(stanObecny(j-1)-...
2*xstanObecny (j)+stanObecny (j+1))/dx"2;
end
stanNastepny(1) = stanNastepny(2);
stanNastepny(Ndx) = stanNastepny(Ndx-1);

stanObecny = stanNastepny;
end



Przyktadowe rozwigzania

Stezenie

T
stan poczatkovy

t=1

t=10

—t = 100

15




Réwnanie reakcji-dyfuzji

W przypadku rzeczywistych proceséw oprécz transportu rozpatrujemy
zwykle takze inne procesy, np. w przypadku opisu populacji procesy
rozrodczosci / $miertelnosci.

W ogdlnym przypadku otrzymujemy réwnanie reakcji-dyfuzji

ON(t,x)
— = f(t, N(t,x)) + DAN(t, x),

zwane takze réwnaniem ewolucyjnym, ktére opisuje zmiany zageszczenia
np. populacji w chwili t w miejscu o potozeniu x w przestrzeni.



Réwnanie Skellama

Najprostsze réwnanie reakcji-dyfuzji z liniowa kinetyka

ON(t, x)

5y = aN(t,x) + DAN(t, x),

zostato uzyte w 1951 roku przez Skellama do opisu rozprzestrzeniania sie
populacji.

Za pomoca powyzszego rownani opisat on rozprzestrzenianie sie populacji
pizmakéw w Europie.

Mimo ze obszar Europy jest ograniczony, Skellam rozpatrywat to
réwnanie w catym R? z warunkiem poczatkowym, ktéry odpowiada
introdukgji kilku osobnikéw w punkcie (0,0), czyli a(0, x, y) = Md(x, y),
gdzie M to poczatkowa liczba osobnikéw.



Réwnanie Skellama

Rozwigzanie réwnania Skellama ma nastepujaca postaé

2
exp <atr>, r=+/x%+y?

Alt,r) = 47Dt

ktére zadaje fale inwazyjna.

W punktach o ustalonym promieniu r w pewnej chwili t pojawiaj3 sie
osobniki, ktérych tam wczesniej w zasadzie nie byto.



ERLGIEIGE

7

c
©
=
=
(@]
P -
e
c
©
N
o

Przykadowe rozw

Nitx.y)

e

17

&
ST

i

Ntxy)

-10

10

-10

10

-10

10

10



Réwnanie Fishera-Kotmogorowa

Réwnanie Fishera lub inaczej Fishera - Kotmogorowa jest z kolei
najprostszym nieliniowym réwnaniem typu ewolucyjnego i stanowi
naturalne uogdlnienie réwnania logistycznego na przypadek populacji
ztozonej z osobnikéw, ktdre moga sie przemieszczac i ruch ten ma
znaczenie dla opisywanego procesu.

Zostato zaproponowane przez Fishera w 1937 roku do opisu
rozprzestrzeniania sie genu dominujacego w populacji.

Réwnanie to ma postaé

% = DAN(t, x) + rN(t, x) (1 — N(t, x)), (2)

przy czym w najprostszym przypadku, ktéry oméwimy, x € R,
AN =ZN 3 D > 0 jest wspétczynnikiem dyfuzji.



Przyktadowe rozwigzanie réwnania Fishera-Kotmogorowa

Jest to takze prototypowe réwnanie, w ktérym wystepuja rozwigzania w
postaci fal biegnacych, czyli nietrywialne ograniczone rozwigzania postaci

N(t,x)=U(x—ct)=U(z), z=x—ct

c=3 c=3




Wzory Turinga

Rozwazmy nastepujacy model zaproponowany do modelowania
melanogenezy

Os1 pPS152

at (sl 51) 1+51 ¥ k512 + 1481,
9% _ o(sr—s)— — P24 pons
o T2 g ks T

gdzie s; to stezenie tyronyzy, a s, to stezenie tyrozynazy.

W powyzszym modelu istnieje taki uktad parametréw, ze w modelu bez
dyfuzji (D; = D, = 0) stan réwnowagowy jest stabilny, a dla pewnych
D; > 0 destabilizuje sie.

W zwiagzku z powyzszym w modelu moga sie pojawi¢ tzw. wzoru Turinga.



Wzory Turinga

Przyktadowe rozwigzania modelu melanogenezy przy starcie z losowego
matego zaburzenia jednorodnego stanu réwnowagowego




